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NIiVEL 3

Questao 1
Juca escreveu todos os nimeros de 1000 a 1999 cuja soma dos algarismos é 20 (por exemplo, 1586).

Observacao. Os nimeros sdo da forma labc, com a + b + ¢ = 19 e cada algarismo entre 0 e 9.

a) Dentre os nimeros que Juca escreveu, quantos possuem dois algarismos iguais?

Resposta: 15 niumeros.

Se dois dos algarismos a, b, ¢ valem d, o terceiro é 19 — 2d, que é algarismo parad =5,6, 7,8, 9
(terceiro =9, 7, 5, 3, 1). Os trés iguais é impossivel (3d = 19). Cada caso da 3 posices: 5+ 3 = 15.
1559, 1595, 1955; 1667, 1676, 1766; 1577, 1757, 1775; 1388, 1838, 1883; 1199, 1919, 1991.

Um algarismo igual ao 1 inicial obriga os outros dois a somar 18, ou seja, 9 e 9, casos ja contados
(1199, 1919, 1991).

b) Dentre os nimeros que Juca escreveu, quantos possuem o algarismo 4?

Resposta: 12 nimeros.

Se um dos algarismos a, b, ¢ é 4, os outros dois somam 15: (6, 9), (7, 8), (8, 7) ou (9, 6). Dois
algarismos 4 é impossivel (o terceiro seria 11). S3o 3 posicdes para o 4 e 4 pares: 3 -4 = 12.
1469, 1478, 1487, 1496, 1649, 1694, 1748, 1784, 1847, 1874, 1946, 1964.

c) Quantos nlimeros Juca escreveu?

Resposta: 45 numeros.
Para cada a, temos b + ¢ = 19 — a. Se essa soma é s = 10, existem 19 — s pares (b, c¢) de
algarismos, ou seja, a pares. Para a = 0 ndo ha solucédo (s = 19). Total: 1 + 2 + ... + 9 = 45.

Questao 2

Um conjunto de algarismos nao nulos é chamado de quadruplexo quando o quadruplo de um de seus
elementos é igual a soma de todos os outros elementos. Por exemplo, {2, 3,5} (4 x 2 =3 + 5), {2, 4,
6,8} (4x4=2+6+8)e{1,2,3,4,56,7,89}(4x9=1+2+ ...+ 8)sao quadruplexos.

a) Encontre um conjunto quadruplexo com cinco elementos.

Resposta: por exemplo, {1, 2, 3,4, 5}, pois4x3=12=1+2+4 + 5.
Outro exemplo: {1, 3,4,5,7},pois4x4=16=1+3+5+7.

b) Explique por que a soma dos elementos de um conjunto quadruplexo é sempre um multiplo de 5.
Resposta: Se x é o elemento especial, a soma dos outros é 4x. Entdo a soma de todos os
elementos é x + 4x = 5x, um multiplo de 5.

¢) Encontre um conjunto quadruplexo com oito elementos.

Resposta: {1, 2,3,4,6,7,8,9},p0is4x8=32=1+2+3+4+6+7+09.
Ha sé 9 algarismos nao nulos, entdo o conjunto é {1, ..., 9} sem um algarismo d. A soma 45 — d
deve ser multipla de 5, logo d = 5, asoma é 40 = 5 - 8, e 0 elemento especial é 8.
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d) Explique por gue existem somente seis conjuntos quadruplexos com sete elementos.

Resposta: O conjunto é {1, ..., 9} sem dois algarismos a € b. Asoma 45 — (a + b) = 5x, com x no
conjunto. Logo a + b é multiplo de 5: vale 5, 10 ou 15, e entao x = 8, 7 ou 6. Também é preciso que
X nao seja um dos retirados.

*a+ b=5,x=8:retirar {1, 4} ou {2, 3}. 2 conjuntos.

ca+b=10,x=7:{1, 9}, {2, 8}, {4, 6} (o par {3, 7} retira o 7). 3 conjuntos.

*a+b=15 x=06:{7, 8} (o par {6, 9} retira 0 6). 1 conjunto.

Total: 2 + 3 + 1 = 6 conjuntos.

Questao 3

Considere o retangulo ABCD em que AB = 3 e BC = 4. Seja E um ponto que se F o ¢
move sobre o lado BC. Tracamos um segmento EF perpendicular a AE de
modo que o ponto F esteja sobre o lado CD, como mostra a figura. Considere f
a funcao que associa x = BE a f(x) = CF.

Férmula. Como o angulo AEF é reto, os angulos AEB e FEC somam 90°. E
Assim, o angulo BAE é igual ao angulo CEF, e os triangulos retangulos ABE e
ECF sao semelhantes:

AB/BE = EC/CF, ou seja, 3/x = (4 — x)/f(x). A 3 B
Logo f(x) = x(4 — x)/3, para 0 = x < 4.

a) Calcule f(1).
Resposta: f(1) = 1.
f(l1)=1-(4-1)/3=3/3=1.
b) Encontre o valor de x para o qual a funcao f assume seu maior valor.

Resposta: x = 2 (e o valor maximo é f(2) = 4/3).
fix) = (4 — (x — 2)?)/3, maxima quando (x — 2)2=0.0u: a parabola tem raizes 0 e 4, e o vértice fica

no ponto médio, x = 2.

c) Esboce o gréafico da funcao f.

Resposta: arco de pardbola com concavidade para baixo, de (0, 0) a (4, 0), passando por (1, 1) e
(3, 1), com vértice em (2, 4/3).
f(x) =x(4 —x)/3, 0=x=<4
2 -
(2, 4/3)
(1, 1) (3, 1)
> 14
0 T T T T
0 1 2 3 4
X
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Questao 4

Os circulos dos diagramas abaixo devem ser preenchidos com os nimeros 1,

2 ou 3, um numero em cada circulo, de forma que circulos ligados por um o e
segmento tenham numeros diferentes. A figura ao lado mostra um possivel “
preenchimento de um diagrama.

a) Complete o diagrama abaixo com um possivel preenchimento correto.

Resposta: Em cima: 1, 2, 1 (ou 1, 2, 2). Embaixo: 3, 3, 3.

Cada circulo de baixo esta ligado aos trés de cima. Como em cima ja aparecem 1 e 2, todos os
circulos de baixo tém de ser 3. O terceiro circulo de cima sé esta ligado a circulos com 3, entdo pode
ser 1 ou 2.

b) De quantas maneiras é possivel preencher corretamente o diagrama abaixo?

Resposta: 18 maneiras.

Cada circulo de cima esta ligado aos dois de baixo. Se os dois de cima tém o mesmo numero (3
escolhas), cada circulo de baixo tem 2 opgbes: 3 -2 -2 = 12. Se os de cima sao diferentes (32 =6
escolhas), os de baixo tém de ser o nimero que falta: 6 - 1 = 6. Total: 12 + 6 = 18.

c) De quantas maneiras é possivel preencher corretamente o diagrama abaixo?

Resposta: 66 maneiras.

Cada circulo de cima estd ligado aos quatro de baixo, entdo nenhum niimero pode aparecer ao
mesmo tempo em cima e embaixo.

 Os trés de cima iguais (3 escolhas): cada um dos 4 de baixo tem 2 opcdes, 2% = 16. Total: 3- 16 =
48.

e Em cima usam exatamente dois numeros: escolhemos o par (3 modos) e preenchemos os 3
circulos com esses dois nimeros usando ambos (23 — 2 = 6 modos): 18 preenchimentos. Embaixo,
todos recebem o nimero restante: 1 modo. Total: 18.

* Em cima usam os trés nimeros: embaixo ndo hd opcdo. Total: 0.

Ao todo: 48 + 18 = 66.

Questao 5

Uma caixa contém 20 bolas, numeradas de 1 a 20. As bolas sao idénticas, exceto pelo nimero.
Floriano retira bolas dessa caixa, uma de cada vez, sem devolucao.
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a) Se Floriano retirar duas bolas, qual é a probabilidade de a soma dos nimeros das bolas retiradas
ser impar?

Resposta: 10/19.
A soma é impar quando uma bola é par e a outra é impar. Seja qual for a primeira bola, das 19
restantes, 10 tém paridade diferente da dela. Probabilidade: 10/19.

b) Se Floriano retirar trés bolas, qual é a probabilidade de os niumeros das bolas retiradas estarem em
ordem crescente?

Resposta: 1/6.
Trés nimeros distintos podem sair em 3! = 6 ordens igualmente provaveis, e s6 uma delas é
crescente.

c) Se Floriano retirar cinco bolas, qual é a probabilidade de que os nimeros da primeira, segunda e
terceira bolas estejam em ordem crescente e de que os nimeros da terceira, quarta e quinta bolas
estejam em ordem decrescente?

Resposta: 1/20.

Os cinco nimeros podem sair em 5! = 120 ordens igualmente provéaveis. Para a condicao valer, a
terceira bola tem de ser a maior das cinco. Das outras quatro, escolhnemos quais 2 vém antes, em
C(4, 2) = 6 modos. A ordem de cada lado fica entdo determinada (crescente antes, decrescente
depois). Probabilidade: 6/120 = 1/20.

Questao 6

O objeto da figura é formado por dois discos concéntricos sobrepostos, com 12 setores cada.
* No disco interno, foram colados 4 adesivos @ e 8 adesivos %;
* No disco externo, serao colados 5 adesivos @ e 7 adesivos X.

O disco interno estd fixo e o externo gira até parar com os setores alinhados.

a) Na figura ao lado, os adesivos foram colados e o disco externo parou com
7 pares de simbolos iguais alinhados. Se ele girar novamente, qual é o
ndmero maximo e o nimero minimo de alinhamentos de simbolos iguais
que podem ocorrer?

Resposta: Maximo = 11 e minimo = 3.

Seja r o nimero de pares @-@ alinhados. Ficam alinhados com @ do disco interno ou do externo 4 +
5 — r setores; os outros 12 — (9 — r) = 3 + r setores sao pares ¥-X. Total de alinhamentos iguais: r
+ 3+ r=3+ 2r. (Na figura, r = 2, total 7.)

No disco interno, os 4 @ estdo em setores consecutivos; no externo, os 5 @ também. Girando, o
bloco de 5 pode cobrir todo o bloco de 4 (r = 4, total 11) ou ficar totalmente fora dele (r = 0, total 3),
pois4 + 5 = 12.

Posicao com 3
alinhamentos

Posicao com 11
alinhamentos
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b) Imagine agora que os 5 adesivos @ e 0s 7 adesivos ¥ sejam colocados de
modo aleatério nos setores do disco externo. Em quantas, das 12 posicoes
que o disco externo pode parar, o simbolo do setor destacado em verde no
disco interno ficard alinhado a um simbolo igual no disco externo?

Resposta: Em 5 posicoes.
O setor verde tem um @. Nas 12 posicoes, cada setor do disco externo passa exatamente uma vez
pelo setor verde. Haverda alinhamento igual exatamente quando passar um dos 5 setores com @,

qualquer que seja a colagem.

c) Expligue por que, para cada maneira de como o0s 5 adesivos @ e os 7 adesivos ¥ forem colocados,
em pelo menos uma das 12 posicdes em que o disco externo pode parar ocorrerdao, no minimo, 7

alinhamentos de simbolos iguais.
Resposta: Somamos os alinhamentos iguais nas 12 posicdes. Pelo item b, cada um dos 4 setores @
internos fica alinhado com @ em 5 posicdes: 4 - 5 = 20. Da mesma forma, cada um dos 8 setores %

internos fica alinhado com % em 7 posicdes: 8 -+ 7 = 56.
Total nas 12 posicdes: 20 + 56 = 76. Se em todas as posicdes houvesse no maximo 6 alinhamentos,
o total seria no maximo 12 - 6 = 72 < 76. Logo, em pelo menos uma posicdo ha 7 ou mais

alinhamentos iguais.

Mais conhecimento de olimpiadas em: inmea.org
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